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План лекции

1. Понятие функции. 

2. Производная функции. 

3. Правила дифференцирования

4. Дифференциал функции. Геометрический 
смысл дифференциала. 

5. Частные производные. Полный 
дифференциал. 



Значение темы
• Понятие производной и интеграла широко 

используется в математике, статистике и 
прикладных науках. С их помощью определяют 
скорости изменения функций, функции 
распределения, решают дифференциальные 
уравнения, описывающие в том числе и 
социальные, биологические и др. явления 
нашей жизни. 



Функция и её свойства
При изучении явлений природы и общества мы на 

каждом шагу сталкиваемся с изменением величин, с 
зависимостью   одной   из   величин   от другой.   Поэтому 
понятие о переменной величине является основным в 
математическом анализе.

Под переменной величиной мы будем понимать 
величину, которая в процессе изучения какого-либо явления 
принимает хотя бы два различных значения. Если все 
значения, принимаемые переменной величиной, 
объединить, то мы получим множество значений этой 
величины.

Функция - зависимость переменной y от переменной х, 
если каждому значению х соответствует единственное 
значение у.

Переменная х — независимая переменная или 
аргумент.

Переменная у — зависимая переменная.

Значение функции — значение у, соответствующее 
заданному значению х.



Основные характеристики и свойства 
функции y=f(X)

- Область значений y и х

-Постоянство или монотонность 
функции на отрезке 

- Нули функций

- Разрывы и полюса функции

- Экстремумы, минимумы и максимумы 
функции

- Перегибы функции

- Асимптоты функции

- Вогнутость и выпуклость функции

Y(X) =0



Понятие производной
Производной функции f(x) называется предел

отношения приращения функции к
приращению аргумента при стремлении
последнего к нулю, т.е.
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Геометрический смысл производной – тангенс 

угла наклона касательной, проведенной к функции в 

данной точке. 

Физический смысл производной – быстрота 

(скорость) изменения функции.



• Пример. Значение производной функции в точке 
Х0 равно tg 600=√3≈1,73: 



Таблица производных от основных функций
(обязательные для запоминания):
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Функция Производная
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Основные правила 
дифференцирования:
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y′′=(y′)′- вторая производная.





Производная сложной функции
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Если функция имеет сложный аргумент или сама 

является аргументом, то производная сложной 

функции равна произведению производных 

составляющих ее аргументов. Причем количество 

сомножителей определяется глубиной вложения.

Пример:   y=sin2x, где z=sin x («внутренняя» 

функция), y = z2 («внешняя функция»)

y'=2 z ∙ cos x=2sinx∙cosx=sin2x

Производная сложной функции равна производной «внешней» функции, взятой 

по переменной z, помноженной на производную «внутренней» функции - z’.
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y – приращение 
ординаты кривой; 

dy – приращение 
ординаты касательной;

или

ЛИНЕЙНАЯ ЧАСТЬ 
ПРИРАЩЕНИЯ ФУНКЦИИ

Геометрический смысл дифференциала

Дифференциал - dx, dy.



Частные производные
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Частные дифференциалы:
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Полный дифференциал функции z:

Ф



Использование дифференциала в 
приближенных вычислениях

• Для нахождения приближенного значения
приращения функции

• Для нахождения приближенного значения

функции в заданной точке

• Для вычисления погрешностей
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Использование производной для 
исследования функции

• Возрастание (убывание) функции

• Функция f(x) возрастает (убывает) на 
отрезке , если для любых точек x1< x2 из  
справедливо неравенство

f(x1) < f(x2)  - возрастание 

f(x1) > f(x2) - убывание.

• Для возрастания (убывания) f(x) на  
достаточно, чтобы 

f (x) > 0 (< 0) 

при любом х(а,b).



Перегибы, выпуклость и вогнутость функции
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Если вторая производная в точке М 
больше нуля, то кривая в той точке вогнута
вниз.

Если вторая производная в точке М меньше нуля, то 
кривая в той точке выпукла вверх.

Если вторая производная в точке М 
равна нулю, то М – точка перегиба
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Минимумы и максимумы функции
Функция f(x) имеет в точке х0 минимум (максимум),
если в некоторой окрестности этой точки ее значения
больше (меньше) значения f(x0)

Экстремум = минимум или максимум

Необходимое условие существования
экстремума: экстремум функции достигается в
точках, где значение производной равно нулю.

х = 0 - стационарная точка, 

но не экстремум.

3 2; 3 ; ( 0) 0y x y x y x    

2; 2 ; ( 0) 0y x y x y x    

х = 0 - точка экстремума



Первое достаточное условие экстремума 
дифференцируемой функции:

• Пусть функция у= f(x) дифференцируема всюду в некоторой 
окрестности точки с, при этом точка с- стационарная, т.е. f’(с) = 0, 
тогда:

• если существует окрестность, в которой производная  f’(х) 
положительна (отрицательна) слева от точки с и отрицательна 
(положительна) справа от точки с, то функция  f(х) имеет в т. с 
локальный максимум (минимум)  (рис. 1,2);

• если производная f’(х) имеет один и тот же знак слева и справа от 
точки с, то экстремума в ней нет (рис 3,4).



2-е достаточное условие 
экстремума функции:

Пусть функция у = f(x) имеет производную всюду в 
некоторой окрестности т.С; т.С – стационарная: 

f(x) = 0;

имеем конечную вторую производную в т.С.

• если f(С)<0, то в т. х = С f(x) имеем локальный максимум,

• если же f(С)>0, то в точке  х = С f(x) имеем локальный 
минимум.

Это условие не дает ответа о наличии экстремума в том 
случае, когда f(С)=0 или не существует в т. х = С. В этом случае 
поведение функции в т. С следует изучить с помощью первого 
достаточного условия экстремума.





• Понятие функции. Непрерывность. 
Монотонность.

• Производная функции. Правила 
дифференцирования

• Дифференциал функции. Геометрический смысл 
дифференциала.

• Частные производные. Полный дифференциал. 

Итак, нами изучены:
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